SEKILAS TENTANG SUKUBANYAK MATRIKS MONlKAL by Faizah, -
Jurnal PendidikanMatematikadanSains,Edisi3 TahunVIII, 2003
SEKILAS TENTANG SUKUBANYAK MATRIKS MONlKAL
A GLIMPSE OF A MONIC MATRIX POLYNOMIAL OLATION
Oleh:Faizah
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Abstrak
Artikel ini membahastentangsukubanyak-sukubanyakmatriksmonik.Pembahasanmeliputisifat-sifat
sederhanapasangandantripelmatriksbaku,representasi-representasidarisuatusukubanyakl~latriksmonik,serta
syaratcukupagarsuatutripelmatriksmerupakansuatutripelmatriksbakudarisuatusukubanyakmatriksmonik.
Skopartikelini adalahAljabar.Hasilpembahasanmem.1I1jukkanb hwa: I. sebarangduapasanganmatriksbaku
darisuatusukubanyakmatriksmonikadalahserupa,dansebarangpasanganmatriksyangserupadengansuatu
pasanganmatriksbakudarisukubanyakmatriksmonikP merupakansuatupasanganmatriksbakudariP; 2.
sebarangduatripelmatriksbakudarisuatusukubanyakmatriksmonikadalahserupa,dansebarangtripelmatriks
yangserupadengansuatutripelmatriksbakudarisukubanyakmatriksmonikP merupakansuatutripelmatriks
bakudariP; 3. suatusukubanyakmatriksmonikP mempunyairepresentasi-representasi: i. bentukkanonikkanan;
ii. bentukkanonikkiri; iii. bentukresolvent;dan4.suatusyaratcukupagarsuatutripelmatriks(A,B,C)merupakan
. suatutripelmatriksbakudarisukubanyakmatriksP adalah[p(A)rl=A(IA -Brl C,Ae:a(B).
Katakunci: Pasangandantripelmatriksbaku,sukubanyakmatriksmonik
Abstract
Thisarticleexplainsaboutmonicmatrixpolynomials.Theexplanationsinvolvethesimplepropertiesof
standardpairsandtriplesof matrices,representationsof a monicmatrixpolynomial,andsufficientconditionin
ordera tripleof matricesto bea standardtripleof matricesof a monicmatrixpolynomial.Thescope of this
articleis A1gebra.Theresultsof theexplainationsshowthat: J. anytwostandardpairsof matricesofa monic
matrixpolynomialaresimilar.andanypair ofmatricesthatsimilarwitha standardpair of matricesofa monic
matrixpolynomialP is astandardpair ofmatricesofP; 2.anytwostandardtriplesofmatricesof amonicmatrix
polynomialaresimilar,andanytripleofmatricesthatsimilarwithastandardtripleofmatricesofa monicmatrix
polynomialP is a standardtripleofmatricesofP; 3.a monicmatrixpolynomialP hasrepresentations:i. Right
canonicform; ii. Leftcanonicform;iii. Resolventfom" and4.a sufficientconditionin ordera tripleofmatrices
(A.B,C) to be a standardtriple of matricesof a monicmatrixpolynomialPis (p(A.))"I=A(IA.- BrIe. A.i!a(B).
Keywords:standardpairandtripleofmatrices.monicmatrixpolynomial.
PENDAHULUAN
Suatusukubanyakmatriksmonikoxn
berderajat1adalahsuatusukubanyakberderajat
1 dengankoefisien-koefisienmatriksoxn dan
koefisienpemimpin(leadingcoefficient)suatu
matriksidentitas.Suatusukubanyakmatriks
monikoxn berderajatI dapatjuga dipandang
sebagai suatu matriks oxn. Untuk suatu
sukubanyakmatriksmonikterdapatpasangan-
pasangandantripel-tripelmatriksterkait,antara
lainpasangan-pasangand tripel-tripelmatriks
baku. Selain itu, suatusukubanyakmatriks
monik juga mempunyairepresentasi-repre-
sentasitertentu.
Bagaimanakahsifat-sifatdaripasangan-
pasangandan tripel-tripelbaku dari suatu
sukubanyakmatriksmonik? Juga, bagaima-
nakah representasi-representasidari suatu
sukubanyakmatriksmonik?Kemudian,apakah
syarat cukup agar suatu tripel matriks
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merupakansuatu tripel baku dari suatu
sukubanyakmatriksmonik?
Tulisanini akanmenjawabpertanyaan-
pertanyaanseputarsukubanyakmatriksmonik
tersebut.
Hasil pembahasandalam tulisan ini
diharapkandapatmenambahwawasantentang
sukubanyakmatriks.Pada khususnya,dapat
diterapkanpadateoriSistimLinier.
PEMBAHft r- AN
Dalam seluruhpembahasanini kita
pandangsukubanyakmatriksmonik oxn P .
dengan P(A.) = I:::P;Ai+I AI. Selain itu
operasi-operasimatriksyangdilakukandalam
pembahasansebagianbesarmerupakanoperasi
blok matriks,denganmemandangsebagian
besarmatriksterkaiterdiridaribaris-barisatau
kolom-kolomblokmatriks.
PasangandanTripel Matriks Baku
Suatupasanganmatriks(A,B) denganA
Ecnxnl,B E Cnlxnldan C adalahlapangan
seluruhbilangankomplekssehinggaberlakui)
col(ABi)::~= [A AB ... ABI.lt nonsingular
dan ii) I:::P;ABi +ABI ==0, disebut suatu
pasangan matriks baku, selanjutnyakita
singkatpasanganbaku,dariP. Pasanganmatriks
(LI,KI) denganL. =[I 0 ... 0]danKI adalah
matrikskompanionpertamadariP,yaitu
adalahsuatupasanganbaku dari P, sebab
col(LIK.i)::~= I danL~:~p;L)K/+L)K/ =O.
Duapasanganbaku(A,B) dan(AI,B1)dari P
dikatakanserupajika terdapatsuatumatriks
nonsingularS sehinggaA)=ASdanBl =S.IBS
/83
Selanjutnya,misalkan(A,B)dan(AJ,BI)
keduanyadalahpasanganbakudariP. Pandang
matriksnlxnlnonsingular
S =[col(ABi)::~rlcol(AIB.i)::~. (1)
JugaperhatikanbahwaK. col(ABi):~=
col(AIBli)::~BI. AkibatnyaBI == S..BS dan
AI =AS. Ini berarti(A,B) dan(A\,BI) serupa.
Kemudian, misalkan (A,B) adalah suatu
pasanganbakudariP dan(AI,B.) adalahsuatu
pasanganmatrikssehinggaAI == AS. dan
B. = S..IBSI untukmatriksnon singularSI.
Makacol(AIBli)~~= col(ABi)~~SJ,sehingga
nonsingular.Juga
L.~:~P;AIB/+AIB/ =(L.~:~P;AB;+AB' )SI =O.
Ini berarti(AI,BI) merupakansuatupasangan
bakudariP.
Selanjutnya,misalkan (A,B) adalah
suatupasanganbakuP. Didetinisikanmatriks
nlxnC denganC =[col(ABi)~:brl[O... 0 If.
Tripel matriks(A,B,C) dengan(A,B) suatu
pasanganbaku dari P dan C didetinisikan
sepertitu disebutsuatutripeI matriksbaku,
selanjutnyakita singkattripel baku,dari P.
Suatucontohtripelbakudari P adalahtripeI
matriks(LI,KJ,Y') dengan(LJ,K.) adalahsuatu
pasanganbakudariP padacontohterdahuludan
Y I = [0 ... 0 If. Duatripelbaku(A,B,C)
dan(A\,BJ,CI) dari P dikatakanserupajika
terdapatsuatumatriksnonsingularS sehingga
AI =AS,BI =S..BS,danCI = S-IC
Sekarang misalkan (A,B,C) dan
(AJ,BI,CI) adalahsebarangduatripelbakudari
P. Maka kita punyai bahwa AI = AS,
B. = S.IBS, danCI = S..C denganS adalah
matriksnon singularyangdidetinisikanoleh
(I). Dengandemikian(A,B,C) dan(AI,B.,CI)
serupa.Kemudian,misalkan(A,B,C) adalah
suatutripelbakudariP, dan(AI,BI,C.) adalah
sebarangtripel matriksyang serupadengan
(A,B,C). Maka (AI,BI) merupakansuatu
pasanganbakudari P, karenaserupadengan
(A,B). JugaC. = S2-1C =[col(AIBli)~:brl[O
... 0 1]1denganS2didetinisikansepertiS oleh
(1). Ini berarti(AI,BI,C.) merupakansuatu
tripelbakudariP.
0 I 0
0 0 0
I
KI=
I
0 0 I
-Po -11 - Pt-lJ
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Kemudian pandang K2, matriks
kompanionkeduadariP,yaitu
o 0 .. 0 - Po
I 0 .. 0 -li
K2=1 I
o . .. I - f}-I
MakaberlakuK2=NKIN-1,dengan
dimanaNo=1danNr,r= 1,...,1-1didetinisikan
secararekursifolehNr+1= -(PI-INr+PI-
2Nr-1+ .,. + PI-I-rNo)untukr =0, I, ..., 1-2.
Sekarangperhatikankembali tripel baku
(A,B,C)~ariP, dankitadetinisikanmatriksnon
singularR = (NQrl denganQ = col(ABi)~:b.
Maka kita punyaiRNQ = I, yangdisebut
kondisibiorthogonalitasdariR danQ. Akibat
selanjutnya,K2 =NQBQ-1N-1= K1BR, atau
RK2=BR.
Kita nyatakanR = [RI R2 ... RI] =
row(Ri)~=1. MakaRI =Q-IN-I [I 0
0]1=Q-I[O0 ... 0 1]1=C, dan[R2 R3 ... RI
,,1-1 I
(~;=O -Ri+IPi)] = roW(Ri)i=1 K2
row(BRi)~=I ' sehinggaRi+1=BRi, untuki =
1, 2, ..., I-I dan L~:~- R;+IP;=BRI'
Akibatnya,Ri+1= B'C, untuki =0, I, ..., I-I,
dan L~:~B;CP; +BIC=O. KarenaR non
. 1 b
.
(B
i
C)
I-I . 1smguar erartl row ;=0non smguar.
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Selainitu,A =[I 0 ... O]Q=[0... 0 I]NQ=
[0 ... 0 l][row(BiC)~:br'.Suatupasangan
matriks(B,C) dengan B E CnlxnldanC E Cnlxn
h"~ (B
i
C)
/-1 . Iyangmemenu1Sl1atrow ;=0nonsmguar
danL~:~B;CP;+BIC =0 disebutsuatu
pasanganmatriks baku kiri dari P. Suatu
detinisiyang ekuivalenadalahbahwasuatu
pasanganmatriks(B,C) disebutsuatupasangan
bakukiri dari P jika tripel matriks(A,B,C)
merupakansuatutripelbaku dari P dengan
A =[0 ... 0 1][row(BiC)~:brl
Misalkan (A,B,C) adalahsuatutripel
matriks sehingga(B,C) merupakansuatu
pasanganbakukiri dariP. Makacol(CIB1i)~:b=
[row(BiC)~:b]' non singular. Selain itu,
,,~-1p/CtBli +ClBil =('r"'~-1BiCR+BIC'v=o.L..,=o, \2..,=o')
Dengandemikian (C" BI) merupakansuatu
pasanganbakudarisukubanyakmatriksmonik
1 1 ,,1-1 Dt,.i 1'\I
P dengan P(A) = ~;=Or; /I. + 1/1.
Sementara,AI = {[O... 0 I]row(BiC)~:brl}I
= [col(C'B'i)~:brl[O ... 0 Ir. Akibatnya,
(C"B"A')merupakansuatutripelbakudaripl.
Dengancaraserupadapatkitatunjukkan
bahwajika (A,B,C) adalahsuatutripelmatriks
sehingga(B,C)merupakansuatupasanganbaku
kiri dari P, maka(C*,B*) merupakansuatu
pasanganbakudarisukubanyakmatriksmonik
,,1-1 .; I
p* denganP*(A) =~;=0P; ~ +D.:. dan
(C*,B*,A*) merupakansuatutripelbakudari
P*, dimanatanda * menyatakankonjugate
transposedarimatriksterkait.
RepresentasiSuatuSukubanyakMatriks
Monik
Setelahmengetahuis fat-sifatsederhana
dari pasangan-pasanganbakudan tripel-tripel
bakudari suatusukubanyakmatriksmonikP,
pembahasankitalanjutkandenganmenyelidiki
bagaimanakahrepresentasi-representasidari
suatusukubanyakmatriksmonik.
li
P2
N=
I
f}-I I
I 0
0
0
Nol=
I
0 No
No N,
f}-I I
I 0
I
dan
I
0
./
0 No
No NI
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Misalkan (A,B,C) adalahsuatutripel
baku dari P. Misalkan pula row(Vi)i=I =
[col(ABi)t:brl. Kemudianpandangkembali
tripelbaku(LI,KI,YI) dariP. MakaA =LIS3,B
= S3.IKIS3,dan C = S3.lyJ, denganS3 =
col(ABi)i:b. Akibatnya, ABI row(Vi)~=I
i /-1 I i /-1
col(IA);=0 = LIKI col(IA);=0
/-1 i /-1 ,,/-1 D'\;
row(-Pi);=Ocol(IA)i=O=-~i=OriF\,. Dengan
demikian, P(A) = 11..1- ABI row(Vi)i=I
col(IAi)i:b, suatubentukanonik anandariP.
Selanjutnya, pandang tripel baku
(L2,K2,Y2)dariP denganL2=[0 ... 0 I], K2
matrikskompanionkeduadariP, danY2=[I 0
... of. MakaA =L2S4,B =S4-IK2S4,danC =
S4.IK2 dengan S4 = [col(ABi)~:br
Icol(L2K2i)~:b.Selainitu,(K2,Y2)adalahsuatu
pasangan baku kiri dari P dengan
i /-1 I /-1
roW(K2Y2)i=0=I dan K2Y2 = col(-Pi)i=O'
Misalkanpula,col(Wi)i=I = [row(BiC)~:brl.
Maka row(IAi)i:bcol(Wi)i=IBIC =
i /-1 /-1 ,,/-1 D,\i
row(IA)i=O col(-Pi)i=O = -~i=OriF\,.
Dengan demikian, P(A) = 11..1- row
(IAi)i:bcol(Wi)i=IB1C,suatubentukkanonik
kiri dariP.
Kemudian,denganmengingatbahwa11..-
KI adalahsuatulinierisasidariP (Gohberget.
al., 1982: 12),misalkan(P(A)EBI)= E(A)(IA-
KI)[F(A)rl dengan
E(A)=
£I-I(A} £1-2(A}
-1 0
o -1
o o -1 o
dengan£0(1..)= I, Er+I(A)= AEr(A)+ PI-I.runtuk
r =0, 1, ...,1-2, dan
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MakauntukAE:a(P),([p(A)rIEBI)=F(A)(IA-Klr
I[E(A)rl. Oleh karenaitu kita perolehuntuk
AE:a(P), [p(A)rl = [I 0 ... 0]F(A)(IA-K1r
I[E(A)rl[1 0 ... ot= [I 0 ... 0](IA-K1rl[0
... 0 It = LI(IA-KlrIYI = A(IA-BrIC, suatu
bentukresolventdariP.
Dengandemikiankitapunyaihasilberikut.
Teorema1: MisalkanP denganP(i.) =
,,/-1 D'\i 1'\./
~i=OriF\,+1F\, adalah suatu sukubanyak
matriksmoniknxndan(A,B,C) adalahsuatu
tripel baku dari P. Maka P mempunyai
representasi-representasiberikut.
i. Bentukkanonikkanan:P(A) =IA1-ABI
row(Vi)i=Icol(IAi)i:b, dengan
row(Vi)i=I=[col(ABi)i:brl.
11.Bentukanonikiri:P(A)=11..1-
row(IAi)i:b col(Wi)i=IB1C,dengan
col(Wi)i=1=[row(BiC)~:brl.
iii. Bentukresolvent:[p(A)rl=A(IA-BrIC,
AE:a(P).
SyaratCukupSuatuTripel Baku
Hal terakhiryangakankitalihattentang
sukubanyakmatriksmonik P adalahsyarat
cukupagarsuatutripelmatriksmerupakansuatu
tripelbakudariP. .
MisalkanJ adalahsuatublokJordanrum
denganilaikarakteristik0,yaitu
I o .. 0
-AI I .. 0
F(A)=
I ..
0 o .. I 0
0 o .. -AI I
0 1 0 .. 0
0 0 1 .. 0
I
J=
I .
0 0 0 .. 1
0 0 0 .. 0,
suatu matrikssuperdiagonalkedua.Maka
resolventdariJ, yaitu
~~Ai(IA-J)-Id/...=~~2m 2m
o
o
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Akibatnya,jikar adalahsuatulingkamndengan
o bemdadi dalarninteriomya,dandengan
IntegralKontur(Saff& Snider,1976:105-106)
kitapunyai~AidA=0untukj :t; -I dan=21ti
untukj =-1,rnakauntukj=0,I, ... berlaku:
o o1
1
o o o
suaturnatriksuperdiagonalkej+1.Dengandernikianuntukj =0, I, ...,~1-t.!(fA- J F IdA=J j .2m
MakaJ' -AIadalahsuatumatriksuperdiagonal
kedua,sehingga:
~J 'A/[IJ - ( J'-'A.oI)J-I d'A.=( J'-'A.oI)j ,2m1r .
untukj = 0, 1, Di lainpiha~,rnisalkan13=
. 1. I
A+N> rnaka"---:1-'A.J[IJ - (J'-'A.oI)}- d'A.=2m
1 J j A ' -I A k . - 0 1
-1rA (1-'1- T) dl-' untu J - , , ....21ti
Akibatnyakita punyaiuntukj = 0, 1, ...,
~c{-pj(P/-J' r1dp=~c{-O..o+'Aji(P/-J' r1dp2m 2m
= 2~ii-{Lt=oU}/-kiJ }(pI-pr1dp =l'j.
SekarangrnisalkanB' adalahsebarang
matrikspersegi.MisalkanpulaT adalahsuatu
matriksnonsingulardandiag[Jk]%'=1denganm
suatubilanganasli adalahsuaturnatriksJordan
sehinggaB' =T1diag[Jk]k'=1T. Makauntukj =
0, 1,
~<IrAj(1J -B' rId/...=2m
T-I
21.<IrA!(AI - diag[Jklk:1 )-1dAT =m
T-I ~J ,../diag '(AI - J )-1l n~d'A.T=. 2 .1r II k k-Im
T-Idiag{J/ Jk~IT =T1 (diag[h]k'='yT=B,j.
Selanjutnya,rnisalkan(A,B,C) adalah
suatutripelrnatriksdenganA E Cnxnl,B E Cnlxnl,
C E Cn1xnsehingga[p('A.)rl=A('A.I-BfIC,untukA
~cr(B).Untuk IAIcukupbesar,yaitulebihbesar
daripada1'A.'I,'i7'A'Ecr(P),[p(A)rl=A.II+A-(I+I)KI+
...-(1+2)K d . - d I h/I. 2 + ..., engan Ki, 1 - 1, 2, ... a a a
matriks-matriks rum. Misalkan [p(A)rl =
'" -: aiAi. Maka :L..,=--
aj= ~i-'A.-(i+I) (p('A.)}-1d'A.untuki =..., -1,2m
0, I, ..., denganr adalahsuatulingkarandalam
bidangkompleksdengancr(B)beradadalam
interiomya.Olehkarenaitukitaperoleh
~{.Aj [P(A)J-1dA=0, untukj=0, 1,.. ,1-2,2m
=I untukj=I-I, dan=Kj'I+1untukj=I, 1+1,....
Ai-2 Ai-3 .. Ai-n
Ai-l Ai-2 .. Ai-n+l
I
'1...=
I
0 0 .. Ai-2
0 0 .. Ai-l
186
A-I A-2 A-3 A-n..
(IA-Jfl =
I 0 A-I A-2 A-(n-I)..
I ..
0 0 0 A-2..
0 0 0 A-I..
Selanjutnya,rnisalkanl'adalahsuatublok
Jordan rumdengannilai karakteristikN>yang
tidakperlusarnadengan0,yaitu
1...0 1 0 .. 0
0 1...0 1 .. 0
I
l'= -
0 0 0 .. 1
0 0 0 .. 1...0
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Selainitu dapatkitapilih r cukupbesar
sehingga untuk .i = 0, I, ...,
~c}/J (n..- B;-1dA =Bj.Akibatnya,2m
j I-I j I-I
col(AB) j=Orow(BC) j=O=
AC ABC ABI-IC
ABC AB2C ABIC
, sehingganon singular.
o J K. .. KI_z
J K. Kz .. K1_1
. j I-I j I-I
Akibatnyacol(AB) j=Omaupunrow(BC) j=O
keduanyanon singular.Kernudian,menurut
TeoremaIntegralCauchy(Saff& Snider,1976:
138)kitapunyaiuntukj=0,1,...,
t.!
o
o 0
t.! 0
o
o
dA
,0 0 0 .. t.!
~1-,J IdA=~<i-})P(A)[P(A)}-ldA=2m 2m
21.c}Aj(I~~oPkAk +fA'jA( fA - B;-I CdA=1tl
~,( (Ll-I P.At.!+k+AAj+1)( fA- Brl CdA=
21ti1r k=Ok
( ,,'-I R ABk +AB' )BJ C~k=O k .
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01ehkarenaitu:
(Ii:!oPkABk +AB1)roH(BJC)5:b.=0.
Dengandemikian I/k":loPkABk +ABI =O.
Sampaidisinikitasimpulkan(A,B) adalahsuatu
pasanganbaku dari P. Selain itu kita punyai
col(ABj)j-:loC = [0 ... 0 I]" sehingga
C = [col(ABj)j:}or'[O ... 0 1]1.Akibatnya
(A,B,C)merupakansuatutripelbakudariP.
Dengandemikiankitapunyaihasilberikut.
Proposisi2 : Jika P adalahsuatusukubanyak
matriksmonik mm berderajatI dan (A,B,C)
dengan A E Cnxnl,B E Cnlxnl,C E Cn1xnadalah
suatutripelmatriksyangmemenuhi[p(A)rl =
A(IA-BrIC untuk A eo cr(B), maka (A,B,C)
merupakansuatutripelbakudariP.
Dari semuauraiandi atasdapatdiambil
kesimpulansebagaiberikut.
I. Sebarangdua pasanganbaku dari suatu
sukubanyakmatriksmonik adalahserupa,
dansebarangpasanganmatriksyangserupa
dengansuatu pasanganbaku dari suatu
sukubanyakmatriksmonik P merupakan
suatupasanganbakudariP.
2. Sebarangdua tripel baku dari suatu
sukubanyakmatriksmonikadalahserupa,
dan sebarangtripel matriksyang serupa
dengan suatu tripel baku dari suatu
sukubanyakmatriksmonik P merupakan
suatutripelbakudariP.
3. Jika (A,B,C) adalahsuatutripelbakudari
suatusukubanyakmatriksmonikP maka
(C"B"A1)adalahsuatutripelbakudaripIdan
(C.,B*,A*)adalahsuatutripelbakudariP*.
4. Suatusukubanyakmatriksmonik mempu-
nyai representasi-representasi: i. bentuk
kanonikkanan;ii. Bentukkanonikkiri; iii.
Bentukresolvent.
5. Suatusyaratcukupagarsuatutripelmatriks
(A,B,C) merupakansuatutripelbakudari
suatusukubanyakmatriksmonikP adalah
[p().,)rl=A(IA-BrIC, ).,eocr(B).
ltulahsekilastentangsukubanyakmatriks
monik,yangdapatmendasaripengetahuankita
tentang sukubanyakmatriks monik pada
khususnya,dan sukubanyakmatriks pada
umumnya.
ABH C ABIC .. .. AB2/-2C
1 A A2 .. i!-I
A A2 A3 .. i!
1
1A(n..-Br'CdA=hi i- :
i!-I i! A/+I A2/-2
1 A ')..2 .. i!-I
A A2 A3 .. Al
1
Ifp(A)r' d')..=
21tic!-
oo
oo
A/-' i! i!+1 .. A2/-2
0 0 0 .. J
0 0 0 .. K.
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